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Аннотация. Дается обзор некоторых результатов, полученных в теории оп-
тимизации распределенных систем методом вольтерровых функционально-
операторных уравнений. Рассматриваются, в частности, следующие вопросы:
условия сохранения глобальной разрешимости управляемых начально-краевых
задач, условия оптимальности, сингулярные управляемые системы в смысле Ж.-
Л. Лионса, особые оптимальные управления, вопросы обоснования численных
методов оптимального управления и др.
Ключевые слова: вольтерровы функционально-операторные уравнения; управ-
ляемые начально-краевые задачи; условия сохранения глобальной разрешимо-
сти; задачи оптимизации; условия оптимальности; методы оптимизации

В [1, 2] была предложена весьма общая форма описания управляемых начально-
краевых задач (НКЗ) с помощью вольтерровых функционально-операторных уравнений
(ВФОУ) вида

z(t) = f (t, A[z](t), v(t)) , t ∈ Π, z ∈ Lm
p ≡ Lm

p (Π) , (1)

где Π ⊂ Rn и f(., ., .) : Π × Rl × Rs → Rm заданы; v(.) ∈ D ⊂ Ls
k – управление;

A : Lm
p → Ll

q – линейный оператор, вольтерров на некоторой системе T подмно-
жеств Π в том смысле, что для любого H ∈ T сужение A [z]|H не зависит от зна-
чений z|Π\H (это определение вольтерровости [1, 2] — непосредственное многомерное
обобщение известного определения А.Н. Тихонова функционального оператора типа
Вольтерра; множества системы T естественно назвать вольтерровыми множествами

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках проектной части госу-
дарственного задания в сфере научной деятельности в 2014-2016 гг. (проект № 1727).
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оператора A и ВФОУ (1)); p, q, k ∈ [1,+∞] . К ВФОУ (1) с достаточно богатыми си-
стемами T естественным образом (например, обращением главной части) приводятся
самые разнообразные НКЗ для нелинейных эволюционных уравнений (параболических,
гиперболических, интегро-дифференциальных, с запаздываниями и др.), в том числе
при понимании решения НКЗ в обобщенном смысле (см., например, [3–13] и обзор [14]).
Подчеркнем, что мы рассматриваем уравнение (1) прежде всего как удобную эквива-
лентную форму записи управляемой НКЗ; как правило, управление v(.) в (1) соответ-
ствует распределенному управлению в НКЗ, а наличие в НКЗ граничных управлений,
управляемой границы или управляемых старших коэффициентов уравнения означает,
что в эквивалентном ВФОУ (1) оператор A является управляемым (см., например,
[5, 6], обзоры [12, 14], статью М.С. Коржавиной и В.И. Сумина в этом номере журнала).
Переход к описанию НКЗ с помощью ВФОУ (1) адекватен многим проблемам рас-
пределенной оптимизации. Он, возможно, позволяет достичь разумного компромисса
между естественным стремлением к общности теоретических построений (призванной
выявить новые связи и закономерности), с одной стороны, и желанием получить ре-
зультаты в удобной для приложений форме – с другой. Иногда бывает удобно в каче-
стве эквивалента НКЗ вместо (1) или наряду с (1) использовать ВФОУ и другого вида
(см., например, [15–17], обзор [14]). Коротко расскажем о некоторых результатах теории
оптимизации, полученных с использованием ВФОУ.

При выводе необходимых условий оптимальности (НУО), при обосновании чис-
ленных методов решения задач оптимального управления и во многих других случа-
ях возникает следующая ситуация. Некоторая управляемая НКЗ рассматривается на
фиксированном множестве Π изменения независимых переменных, а соответствующая
оптимизационная задача такова, что интерес представляют только глобальные, то есть
определенные на всем Π, решения НКЗ из выбранного класса W функций на Π.

Пусть R — множество тех управлений из класса допустимых, каждому из которых
отвечает единственное в W решение рассматриваемой НКЗ; назовем R множеством
глобальной разрешимости НКЗ. Важным является вопрос о достаточных условиях, при
которых те или иные возмущения (вариации) не выводят допустимые управления из
R, то есть вопрос о достаточных условиях устойчивости (при возмущении управле-
ния) существования глобальных решений (УСГР) данной НКЗ. Так, при выводе НУО
недостаток информации об УСГР по возмущению управления часто вынуждает считать
управляемую НКЗ сингулярной в смысле Ж.-Л. Лионса [18] и переходить от класси-
ческого случая «управление → состояние» к рассмотрению оптимизационных задач в
классе пар «управление, состояние», когда «управление» и «состояние» равноправны;
при этом построения в сингулярном случае часто оказываются намного более слож-
ными, чем аналогичные построения в несингулярном (см., например, вывод НУО типа
принципа максимума в сингулярных и несингулярных модельных задачах оптимизации
в главах 1, 2 [18]).

Для сосредоточенных управляемых систем теоремы о достаточных условиях УСГР
хорошо известны: простейшие варианты дают теоремы о непрерывной зависимости ре-
шения задачи Коши от числового параметра, более общие случаи параметра из мет-
рического и топологического пространств детально рассмотрены, например, в [19, 20],
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в [19] можно найти и подробную библиографию по этому вопросу, имеющему богатую
историю. Гораздо меньше внимания уделялось вопросам УСГР распределенных управ-
ляемых систем. Условия УСГР управляемых НКЗ изучались, как правило, лишь при
специальных возмущениях (вариациях) управлений, требующихся, например, для по-
лучения тех или иных НУО. Причем набор рассматривавшихся под таким углом зрения
управляемых НКЗ относительно невелик. История вопроса кратко описана в [12].

В [6, 21, 22] представлена общая схема получения достаточных условий УСГР для
распределенных управляемых систем, основанная на приведении НКЗ к эквивалентно-
му ВФОУ вида (1) (первоначальный вариант схемы был описан для случая
p = q = k = ∞ в [1], а затем в модернизированном виде – в [2–5]). На многочис-
ленных примерах показано, что в терминах эквивалентных ВФОУ (1) условия УСГР
управляемых НКЗ формулируются достаточно естественно и в то же время удобно для
приложений; эти условия сопровождаются некоторыми утверждениями о непрерывной
зависимости решений от управлений и оценками приращений решений. Схема позволя-
ет получать конструктивные условия УСГР самых разнообразных НКЗ для различных
нелинейных уравнений с частными производными при возмущении распределенных,
граничных, начальных управлений и управлений, входящих в старшие коэффициенты
уравнений (см., например, [1, 3–13], обзоры [12, 14], статью М.С. Коржавиной и В.И. Су-
мина в данном номере журнала). При этом используется продолжение локальных ре-
шений (управляемой НКЗ или эквивалентного ВФОУ) вдоль цепочки вольтерровых
множеств, которое в общем виде можно описать следующим образом: если фиксирова-
но некоторое допустимое управление u0 из множества глобальной разрешимости R, то
всякому допустимому управлению u, для которого величина r(u, u0) отклонения u от
u0 в некоторой полуметрике r, определяемой правой частью эквивалентного ВФОУ,
достаточно мала, можно сопоставить конечную упорядоченную по вложению последо-
вательность H1, H2, ..., Hk, Hk = Π, вольтерровых множеств ВФОУ так, что на H1

управлению u отвечает локальное решение (НКЗ и эквивалентного ВФОУ) и это ре-
шение последовательными продолжениями с H1 на H2, ..., с Hk−1 на Hk допускает
продолжение до глобального решения, причем уклонение этого глобального решения от
глобального решения, отвечающего управлению u0, оценивается через r(u, u0). Заме-
тим, что эта простая конструкция «цепочки вольтерровых множеств» оказалась весь-
ма полезной в различных вопросах не только теории вольтерровых функционально-
операторных уравнений, но и в теории вольтерровых операторов (см. ниже), а также
в собственно теории оптимального управления распределенными системами и теории
«функционально-операторных игр» (см. обзор [14]).

Распространение теории УСГР НКЗ, использующей указанную вольтеррову функ-
ционально-операторную переформулировку НКЗ в виде ВФОУ (1), с первоначально
рассматривавшегося случая p = q = k = ∞ (см., например, [1–5] и обзоры [12, 14]) на
общий случай 1 ≤ p, q, k ≤ ∞ (что существенно расширило семейство охватываемых
этой теорией НКЗ, см., например, [6–13] и обзоры [12, 14]) потребовало введения [20] и
подробного изучения [6, 21, 22] нового понятия «равностепенная квазинильпотентность
семейства операторов». При этом получила развитие идея работы [23], посвященной
признаку квазинильпотентности вольтерровых функциональных операторов, опираю-
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щемуся на понятие цепочки вольтерровых множеств (точнее, на понятие так называе-
мой δ -цепочки вольтерровых множеств [5]) оператора.

В [5, 24] доказательства упомянутых теорем УСГР ВФОУ (1), p = q = k = ∞, были
распространены на нелинейные ВФОУ второго рода общего вида над Lm

∞ с варьируе-
мой правой частью. В [15–17] схема [6, 20] вывода условий УСГР ВФОУ (1) в лебеговых
пространствах была распространена на случай рассматриваемых над банаховым про-
странством вольтерровых операторных уравнений второго рода общего вида с варьиру-
емой правой частью; при этом понятие «вольтерровость функционального оператора на
системе множеств» в смысле [1, 2] заменяется более общим понятием «вольтерровость
оператора на системе проекторов».

Теоремы УСГР нашли применение прежде всего при изучении вопросов варьиро-
вания и дифференцирования функционалов и операторов распределенных оптимиза-
ционных задач. Так, в [6, 25] для управляемых систем (1), p = q = k = ∞, было
дано обоснование предложенного В.И. Плотниковым в [26] общего подхода к вычисле-
нию вариаций функционалов и операторов оптимизационной задачи, использующего
линеаризацию задачи и соответствующие линейные интегральные представления при-
ращений функционалов и операторов. Это позволило в [6] доказать, следуя общей схе-
ме [26] вывода НУО в задачах с ограничениями, принцип максимума для связанной
с управляемым ВФОУ (1) оптимизационной задачи достаточно общего вида со сме-
шанными функциональными ограничениями и операторным ограничением типа вклю-
чения (в качестве конкретного примера в [6] был получен принцип максимума для
оптимизационной задачи с функциональными и фазовыми ограничениями, связанной
с НКЗ для нелинейного параболического уравнения, при понимании решения НКЗ в
обобщенном смысле). Заметим, что переход от управляемой НКЗ к ВФОУ (1), как пра-
вило, удобен при выводе НУО (например, принципа максимума) уже потому, что при
этом дифференциальные и интегро-дифференциальные операторы НКЗ, действующие
в пространствах Ck или W l

p, заменяются на (как правило, интегральные) операторы,
действующие в более удобных для построения «сопряженной задачи» данного НУО ле-
беговых пространствах. Если эквивалентом НКЗ является ВФОУ (1), то сопряженная
задача также имеет вид ВФОУ и не обязательно переписывается в дифференциаль-
ной (интегро-дифференциальной) форме подобно первоначальной управляемой НКЗ
(см., примеры в [1, 6, 25, 27–29]).

В [3] с помощью теорем УСГР [2] для широкого класса оптимизационных задач с
ограниченным множеством допустимых значений управления, связанных с НКЗ, допус-
кающими описание ВФОУ (1) при p = q = k = ∞, было дано обоснование применению
градиентных методов при произвольных порядках роста каратеодориевских «правых
частей» НКЗ по «фазовым» и управляющим переменным (часто применяемое диффе-
ренцирование функционалов по управлению в пространствах типа L2 требует, вообще
говоря, линейных порядков роста (см., например, [30, гл. 8])).

Теоремы УСГР [6, 21] позволили решить в [6, 7] некоторые вопросы, связанные с
проблемой сингулярности управляемых НКЗ в смысле Ж.-Л. Лионса [18]. В [18] пред-
ложено управляемую НКЗ называть сингулярной, в частности, тогда, когда некоторым
требуемым для получения НУО вариациям управления либо не отвечает, либо неиз-
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вестно, отвечает ли, единственное глобальное решение данной НКЗ. В этом случае для
вывода НУО в [18] было предложено переходить к рассмотрению эквивалентной оп-
тимизационной задачи на классе пар «управление, состояние» и ограничение в виде
управляемого уравнения «снимать» методом адаптированного штрафа. Как сказано
выше, вывод НУО при этом может быть существенно более сложным, чем аналогич-
ный вывод по классической схеме варьирования управлений. В [6, 7] показано, что ряд
конкретных управляемых НКЗ, рассматриваемых в [18] как сингулярные, можно к та-
ковым не относить и при выводе соответствующих НУО придерживаться классической
схемы. При этом бывает удобно «преодолевать сингулярность», переходя в описании
управляемой НКЗ к ВФОУ и используя соответствующие теоремы УСГР или теоре-
мы о неявных функциях. Так в [6, 7] удалось решить ряд поставленных в [18] задач
получения «сингулярных НУО» (см. также [8]).

В [31, 27] был предложен аксиоматический подход в теории вариаций функ-
ционалов задач оптимизации, использующий представление управляемых систем (1),
p = q = k = ∞, и аксиоматическое описание способов варьирования управлений; опи-
сание охватывает большинство традиционных для теории НУО способов варьирования
(классическое варьирование, игольчатое, импульсное на полосах, пакетами, сдвигом и
др.). Это позволило единообразно рассмотреть широкий класс НУО первого и более вы-
соких порядков (в случае так называемых особых управлений, на которых НУО перво-
го порядка вырождается). В [31, 27], в частности, получил развитие способ [1] изучения
особых управлений поточечного принципа максимума для систем (1), использующий
при вычислении старших вариаций функционалов тензорные произведения лебеговых
пространств. В [31, 27, 6] представлена обобщающая этот способ схема изучения особых
управлений, использующая упомянутый аксиоматический подход. Показано, что для
распределенных задач оптимизации достаточно характерно «сильное вырождение осо-
бых управлений», когда вместе с НУО первого порядка (например, поточечным принци-
пом максимума, который можно считать НУО первого порядка при игольчатом варьи-
ровании управлений) вырождаются и НУО второго порядка. Описан способ компактной
унификации построения НУО сильно вырожденных особых управлений, позволивший
с единых позиций взглянуть на известные НУО особых управлений сосредоточенных и
распределенных систем и получить ряд новых НУО подобных управлений для распреде-
ленных задач оптимизации (в частности, для задач, не рассматривавшихся в этом плане
ранее; в теории оптимизации распределенных систем НУО особых управлений изуча-
лись в основном для поточечного принципа максимума в задачах оптимизации систем
Гурса–Дарбу и близких к ним, при этом для систем Гурса–Дарбу рассматривались,
как правило, терминальные задачи оптимизации; см., например, обзоры литературы в
[31–32]). Подробное изложение схемы [31, 27, 6] применительно к особым управлениям
поточечного принципа максимума для достаточно общей задачи оптимизации ВФОУ
(1) дано в [32]. В [28–29] возможности варианта [32] схемы [31, 27, 6] демонстрируются на
примере управляемой системы Гурса–Дарбу, являющейся, как известно, своеобразным
«пробным камнем» теории оптимального управления распределенными системами.

Автор ограничился кратким обзором некоторых полученных в разное время им лич-
но и в соавторстве результатов по рассматриваемой теме. Ряд интересных результатов
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по теме (свойства множеств глобальной разрешимости, обоснование численных мето-
дов распределенной оптимизации, функционально-операторные игры и др.) получил в
последние годы А.В. Чернов (см., например, обзор [14]).
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